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Resumen
El objetivo de este trabajo es presentar las bondades de incluir el patro´n de persistencia a
trave´s de la constante de Hurst en el prono´stico de series financieras. En particular, se realiza
y evalu´a el prono´stico de la serie referente de los precios del mercado con mayor volumen de
negociacio´n en Colombia, las tasas diarias de intere´s de los bonos cero cupo´n generadas por
el Banco Central. Para esto, se utiliza la informacio´n diaria de esta variable en la ventana
de tiempo 2003 a 2015. Se compararon los resultados de los procesos Ornstein Uhlenbeck y
Fraccional Ornstein Uhlenbeck. La evaluacio´n del prono´stico se soporta en el Test de Diebold
y Mariano y una evaluacio´n financiera de una inversio´n sin costos de transaccio´n. Aunque
la estimacio´n de la persistencia se podr´ıa robustecer con pruebas inferenciales, se destaca la
importancia de tener en cuenta este patro´n para obtener mejor precisio´n en prono´stico y un
mejor retorno en inversio´n que al trabajar con un proceso generador que asuma independencia
cuando las series no sugieren este comportamiento.
Clasificacio´n JEL: G12, G14.
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Intere´s.
Forecasting Fix Security Rate in Colombia
Abstract
The aim of this paper is to present the benefits of including the pattern of persistence through
the Hurst constant in the forecastingof financial time series. In particular, it is done a forecast
of the benchmark series of market prices with larger trading volumes in Colombia, the daily
interest rates of zero coupon bonds generated by the Central Bank. For this, it is use the
information in a time frame 2003 to 2015 to get the results and compare the processesOrnstein
Uhlenbeck and the Fractional Ornstein Uhlenbeck. Prognostic assessment is supported on the
Diebold and Mariano test and a financial evaluation of an investment without transaction
costs. Although the estimation of persistence could strengthen with inferential evidence,
it’s suggested also the importance of taking into account this pattern for better accuracy in
forecasting and a better return on investment working with a generative process that assumes
dependence instead independence.
JEL Classification: G12, G14.
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1. Introduccio´n
En el contexto financiero, especialmente en el mercado de renta fija, la tasa de
intere´s cero cupo´n, objeto de estudio, es un referente internacional en cada uno
de los mercados secundarios del precio de los t´ıtulos soberanos. En Colombia,
adicionalmente, esta tasa es el referente de los precios del mercado con mayor
volumen de negociacio´n. En un d´ıa cualquiera el mercado donde la renta fija
representa ma´s del 80% del volumen negociado. Esta tasa conlleva
un componente aleatorio que al proyectarlo a trave´s de un proceso generador
adecuado produce beneficios a los agentes del mercado de acuerdo a su posicio´n.
Es por esto que cobra importancia modelar y pronosticar la curva de tasas
de intere´s que establece el Banco Central con base en la metodolog´ıa de Nelson
y Siegel, lo que permite prever y asumir posiciones en ventanas de corto plazo y
poder tomar decisiones oportunas ante cambios en la tasa estimada agregada.
Para esto, este trabajo usa modelos de tasas de intere´s de corto plazo como
soporte para la proyeccio´n. En particular, se usa el proceso Ornstein Uhlenbeck;
sin embargo, dado el componente de persistencia de esta variable, se evidencia
la necesidad de usar una alternativa fraccional, que en este caso es el proceso
de Ornstein Uhlenbeck fraccional.
En esta propuesta entonces, primero se obtiene la estimacio´n de cada una
de las propuestas a partir de dos metodolog´ıas en donde la calibracio´n de cada
modelo permite obtener estimaciones de los para´metros los que a su vez ayudan
a obtener prono´sticos de la tasa de intere´s estudiada en ventas de tiempo de
quince d´ıas, y segundo se comparan los resultados de los prono´sticos a trave´s
de los procesos mencionados desde los componentes estad´ısticos y financiero,
destacando la necesidad de usar modelos fraccionales dada la pe´rdida de
precisio´n si se desconoce este patro´n de las series temporales. Para esto, se
realiza una evaluacio´n de tal persistencia usando la constante de Hurst a trave´s
de dos metodolog´ıas desarrolladas en la literatura, periodograma modificado
y rango re-escalado, descritos por Taqqu, Teverovsky, and Willinger, (2009).
Resulta interesante identificar mayor precisio´n en los procesos de modelacio´n
fraccional que en el proceso cla´sico no fraccional, medida a trave´s de me´todos
gra´ficos, una aplicacio´n financiera de inversio´n y el test de comparacio´n de
prono´sticos DM, Diebold y Mariano.
Es por esto que este documento describe la propuesta de los autores en
cuatro apartados. La primera parte presenta la teor´ıa que soporta el
desarrollo de cada uno de los modelos, la segunda, describe la metodolog´ıa para
la estimacio´n y evaluacio´n de los modelos de proyeccio´n de las tasas de intere´s,
la tercera muestra los resultados y la evaluacio´n emp´ırica, y finalmente, se
exponen las principales conclusiones y recomendaciones frente a los principales
resultados encontrados.
2. Movimientos Fraccionales Brownianos y Movimientos Brownianos
Un movimiento fraccional browniano es definido por Mandelbrot (2009) como
la posibilidad de memoria de los datos de una serie de tiempo y su influencia
en los eventos futuros, donde estos pueden tener una asociacio´n positiva o
negativa, dado el comportamiento de la serie que es evaluada por per´ıodos de
larga duracio´n. Este tipo de patro´n, conocido como persistencia, puede medirse
a trave´s del para´metro de HurstTaqqu, Teverovsky, and Willinger, (2009). Esta
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medicio´n, un valor en el intervalo [0,1], permite establecer el tipo de persistencia
o aleatoriedad de la serie de tiempo evaluada.
Precisamente, esta constante es tenida en cuenta en la estimacio´n de
procesos generadores de precios o tasas de intere´s a trave´s de los procesos
fraccional brownianos. Sin embargo, frente a procesos brownianos, resulta ma´s
compleja debido a la ausencia de martingalas, lo que dificulta el ca´lculo de
las integrales Itoˆ, elemento esencial para aproximar los momentos del proceso
estoca´stico generador.
Autores como Benth (2003) y Oksendal (2004) entre otros, han resuelto
el problema de las martingalas, a partir del ca´lculo Maillavian y del producto
Wick para hallar una solucio´n a trave´s de integrales fraccionales Itoˆ, obteniendo
una cuasi martingala; mientras que Nualart(2006) y Biagini (2011), ofrecen una
solucio´n discreta adema´s de la continua, encontrando el mismo valor esperado
en cero de BH (0) = E [BH (t)] = 0 para todo t ∈ IR y covarianza E(BtBs) =
1
2
(s2H + t2H − |t− s|2H).
De acuerdo a lo anterior, si una serie es persistente, podr´ıa ser estimada a
trave´s de un proceso fraccional para obtener mejores resultados en comparacio´n
con un me´todo que asume independencia de los datos para evaluar la serie.
Para entender mejor lo anterior, se presentan algunos elementos que
soportan la estructuracio´n de la propuesta.
2.1 Probabilidad y procesos estoca´sticos.
Para abordar la teor´ıa de los procesos estoca´sticos que se encontrara´n a lo largo
de este trabajo, se analizan primero los espacios de probabilidad usados para
medir los resultados obtenidos con ayuda de las series de tiempo y su relacio´n
con el espacio de nu´meros reales, aplicados a un movimiento browniano y un
movimiento fraccional browniano.
Un conjunto (Ω, A, P ) que tiene una familia de subconjuntos (A) ⊂ Ω,
donde los elementos de A son eventos que se miden en una funcio´n
de probabilidad α Algebra, se encuentran en un espacio borel B, un conjunto
de variables aleatorias que contienen un espacio de probabilidad. Para obtener
un resultado en un espacio de nu´meros reales IR, es necesario usar la integral
lebesgue γ que ayuda a obtener la relacio´n entre los conjuntos y conecta el
espacio de probabilidad Ω a partir la probabilidadP en el espacio de los nu´meros
reales IR.
Por lo tanto, una funcio´n continua se encuentra dentro de un espacio de
probabilidad y tiene variables aleatoriasX con una funcio´n f(x) perteneciente a
un subconjunto A, con un a´rea que se halla calculando una funcio´n de densidad
en un espacio de probabilidad con ayuda de la integral lebesgue, que mide las
variables aleatorias en el espacio de probabilidad Ω.
∫
Ω
γdu =
n∑
i=1
αiu (Ai) para γ (A)A ⊂ IR.
donde αi es nu´mero positivo real de Ai, es el conjunto medible que contiene la
funcio´n de valores αi. Estos elementos sirven para la medicio´n bajo supuestos
de independencia de datos y son utilizados para estimar el valor esperado en
un movimiento browniano.
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El ca´lculo del movimiento fraccional browniano, al tener el supuesto de
persistencia y asumir memoria de largo plazo, dificulta el ana´lisis de las variables
que se generan en un espacio Ω; muchos de los supuestos y los espacios de
probabilidad entre los que se mueven las variables aleatorias no son suficientes
para obtener el ca´lculo necesario para llevar el resultado a un espacio de nu´meros
reales IR.
Los espacios de Hilbert y el Sobolev mantienen la isometr´ıa de los datos,
para que las variables que presentan persistencia puedan ser medidas en un
espacio de probabilidad Ω y arrojen resultados de los eventos en el espacio de
los nu´meros reales Arendt and Urban, (2010).
El espacio de Hilbert esta´ definido por un vector de nu´meros complejos o
reales que tienen un producto escalar completo, donde cada sucesio´n de nu´meros
converge. Un espacio de sucesiones L2 finitas tiene su convergencia por medio
del producto de dos espacios vectoriales normados, cuyo objetivo es mantener
la isometr´ıa entre dos variables, describiendo la relacio´n que hay a causa de la
funcio´n Øksendal B. (2007).
Un espacio Sobolev complementa el producto de dos variables, generado en
un espacio de Hilbert dentro en tiempo continuo, manteniendo la distancia de
los intervalos para obtener la medida de probabilidad dentro de un espacio de
los nu´meros reales Øksendal B. (2004).
2.2 El Movimiento Browniano
El movimiento browniano con una familia {B(t, .)}t≥0, originalmente fue
disen˜ado para describir los movimientos de las mole´culas a trave´s de los fluidos,
implementadoma´s adelante en otras ramas de las ciencias como las matema´ticas
y la f´ısica Shreve, (2004).
Un movimiento browniano esta´ constituido por un vector B(t, .) de
variables aleatorias en un conjunto IR, que es condicionado por un crecimiento
de una serie de tiempo para 0 = t0 < t1 < . . . < tn donde la diferencia de los
incrementos esta´ dada por:
{B (t1) −B (t0) , B (t2) −B (t1) , . . . , B (tn)− B(tn−1)} (1.1)
Este incremento se observa en el conjunto (Ω, A, P ) y se calcula a trave´s de
una distribucio´n normal con un valor esperado y una varianza, como se describe
a continuacio´n:
IE [B (ti+1)− B(ti)] = 0 (1.2)
V ar [B (ti+1)− B(ti)] = ti+1 − ti (1.3)
Cov(t, s) = E(BtBs) = 0 (1.4)
Este proceso cumple las propiedades de una martingala, caracter´ıstica
especial que ayuda a encontrar el valor de una variable aleatoria en un intervalo
de tiempo definido, para un proceso browniano que se resuelve con ayuda de
integrales Ito, Shreve (2004).
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De esta forma, un movimiento browniano es una martingala, lo que quiere
decir que para un intervalo [s, t] donde s 6= t y s < t, se puede estimar cualquier
valor intervalo que bajo las condiciones de los movimientos brownianos, es el
valor esperado de una probabilidad en un tiempo s condicionada a una filtracio´n
Fs.
IE [B(t) |Fs ] = B (s) para s < t (2.5)
Lo anterior, implica que el valor esperado de un movimiento browniano B(t)
con una probabilidad condicionada por una filtracio´n Fs en un intervalo de
tiempo entre s y t es B(s).
Con ayuda de las martingalas y la solucio´n que ofrecen las integrales Ito,
se puede estimar el valor esperado y la varianza de la distribucio´n normal de
un proceso browniano fB(t), donde f es diferenciable. Esta solucio´n se obtiene
con ayuda de la serie de Taylor, que es la derivada con respecto a la variable y el
tiempo, en el caso particular de las series financieras se obtiene una derivacio´n
de segundo orden con respecto a la variable aleatoria, que permite definir una
ecuacio´n parcial diferencial, dentro de un a´rea a trave´s de las integrales Shreve,
(2004).
d
dt
f (B (t)) = f(B (t)B(t) (1.6) para 0 ≤ t ≤ T (1.6)
Por lo tanto (2.6) se puede definir con ayuda de las integrales Ito´ como:
f (B (t))− f (B (0)) =
t
∫
0
f (B (u)) dB (u) +
1
2
t
∫
0
f (B (u)) du (1.7)
Su desarrollo es producto de la primera derivada con respecto a la variable
f ′(B(t)), la primera derivada con respecto al tiempo f ′(B(0)) y la segunda
derivada con respecto a la variable que, complementada con la serie de Taylor
es 1
2
f ′′(B(t)).
Con ayuda de las serie de Taylor se resuelve la ecuacio´n parcial diferencial
de Black and Scholes, base de la teor´ıa financiera y que sirve de ra´ız para
el desarrollo de modelos de tasas de intere´s de corto plazo; esta
ecuacio´n desarrollada por Fischer Black and Myron Scholes (1971) determina a
trave´s de los paseos aleatorios las variaciones de los instrumentos financieros
de renta variable, usando como base una variable aleatoria con una
funcio´n de distribucio´n normal esta´ndar para generar los paseos aleatorios, y
para´metros que miden la media y la desviacio´n esta´ndar de los instrumentos de
renta variable.
Como la finalidad es analizar los procesos estoca´sticos para resolver el
proceso Ornstein Uhlenbeck, se aplica el teorema de Girsanov para eliminar el
principio de arbitraje y evaluar as´ı el proceso Ornstein Uhlenbeck con el precio
de riesgo del mercado λ.
Al partir de una ecuacio´n parcial diferencial del modelo Black and Scholes
se obtiene:
dPt = µPt + σPtdBt (1.8)
Que bajo una transformacio´n de tasas de intere´s dSt = rStdt ayuda a
despejar el movimiento browniano para encontrar una funcio´n sobre Ω que
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arroja una medida de riesgo neutral Q y que transforma el proceso browniano
con ayuda del precio de riesgo del mercado λ.
dB˜t = dBt + λdt (1.9)
La ecuacio´n 2.9 es la solucio´n del teorema de Girsanov para el movimiento
browniano, que despeja el principio de no arbitraje dentro del modelo y contiene
el precio de riesgo del mercado. Con esta solucio´n se define el modelo estoca´stico
para tasa de intere´s de corto plazo que es:
dPt = rPtdt+ σPtdB˜t (1.10)
2.3 Proceso Ornstein Uhlenbeck.
Definido el movimiento que generan los paseos aleatorios para estimar los
rendimientos, se evalu´a el proceso aplicado a tasas de intere´s de corto plazo
conocido como Ornstein Uhlenbeck, uno de los primeros procesos utilizados
para estimar rendimientos de instrumentos financieros de renta fija. En este
proceso solo se analizara´ el cambio en los rendimientos de las tasas mas no en
los precios de los bonos, au´n as´ı es importante establecer la relacio´n que se
menciono´ en la ecuacio´n (1.10), para obtener la estimacio´n del precio de un
bono con ayuda de los rendimientos en las tasas.
Es un proceso markoviano, que a trave´s de una distribucio´n normal trabaja
con para´metros como el valor esperado y la varianza; todo resuelto a trave´s de
las integrales Itoˆ y la martingala Brockwell, Davis and Yu, (2007).
dr (t) = κ (θ − r (t)) dt+ σdB (t) (1.11)
r (t) = r0 + θ
(
1− e−κt)+ t∫
0
σeκ(s−t)dBt (1.12)
Donde k es la tasa media de reversio´n a la tendencia y θ es el nivel medio
de reversio´n o tendencia, junto con la volatilidad σ, que es la desviacio´n
esta´ndar. Las medidas de reversio´n sirven para mantener la tasa entre un punto
de oscilacio´n y evitar as´ı valores fuera de rango que llevan a la estimacio´n a
presentar errores Shreve (2004).
Entonces el Valor esperado es igual a:
EQ [r(t) |Fs ] = r (0) e−κ(t−s) + θ
(
1− e−κ(t−s)
)
, (1.13)
Mientras que la Varianza es igual a:
V arQ [r(t) |Fs ] = σ2
(
1− e−2κ(t−s)
2κ
)
, (1.14)
El desarrollo del modelo tiene como objetivo determinar las variaciones diarias
de la tasa de intere´s a partir de la ecuacio´n (1.12), donde se le suma un valor
inicial r0 para tener el resultado en r1 y as´ı sucesivamente, hasta obtener cada
uno de los valores durante el periodo en que se realizo´ la simulacio´n.
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2.4 El Movimiento Fraccional Browniano.
El movimiento fraccional browniano esta´ definido por un movimiento gaussiano
BH (t) = BH (t), t ≥ 0 en un espacio de probabilidad (Ω, A, P ). Como se puede
ver, este movimiento esta´ condicionado, a diferencia del modelo anterior, por
un para´metro H como sub´ındice, que es el que define la persistencia o
antipersistencia entre los datos. Este para´metro dentro del intervalo [0, 1] es
evaluado en detalle, para datos con una dependencia positiva en un intervalo
entre (12 , 1] o que son independientes y por consiguiente, tienen un para´metro
de Hurst H = 1
2
y, una varianza definida por la ecuacio´n (2.3) Nualart, (2006).
Entonces el valor esperado para un movimiento fraccional browniano es
definido:
E [BH (t)] = BH (0) = 0 para todo t ≥ 0 (2.15)
En este caso la covarianza esta´ definida por el valor esperado entre Bt y Bs.
RH (t, s) = E (BtBs) =
1
2
(
s2H + t2H − |t − s|2H
)
(1.16)
La diferencia entre ambos es la forma del ca´lculo, pues el movimiento
fraccional no se puede resolver a trave´s de las ecuaciones Itoˆ, por lo que
es necesario buscar otros me´todos de solucio´n, como el producto Wick o las
integrales Forward.
En la introduccio´n se planteo´ que el objetivo era resolver el proceso
fraccional a trave´s de un proceso determinista, utilizando la solucio´n que ofrecen
Biagini, Campanino, and Fuschini, (2008) y Nualart (2006) para generar un
operador que permita establecer una medida de probabilidad con ayuda de una
funcio´n desde el espacio Sobolev ID1,2B , generando una relacio´n en el espacio
Hilbert a trave´s de un espacio lebesgue L2 que nos da la medida en el conjunto
de los nu´meros reales.
Este operador, definido como la isometr´ıa entre dos espacios me´tricos, es el
puente entre los espacios que calcula el movimiento fraccional como un proceso
discreto.
As´ı, el operador que ayuda a resolver el proceso fraccional es:KH (t, s) =
cHs
1
2−H
t
∫
0
(u− s)H− 32uH− 12 du y cH =
[
H(2H−1)
β(2−2H,H−1/2)
]1
2
con denominador para
cH definido por la distribucio´n beta, que bajo ca´lculos espec´ıficos se puede
despejar como una distribucio´n gamma y que ayuda a la funcio´n a converger
hacia un valor esperado, mientras que la funcio´n ϕ (t) = |t − s|2H−2 marca el
intervalo entre el tiempo del ca´lculo Biagini, Campanino, and Fuschini, (2008).
K∗H (s) =
T
∫
s
ϕ (t)
∂KH
∂t
(t, s) dt (1.17)
Donde K∗H es un operador lineal para K
∗
H : ε → L2([0, T ]), para un ε
definido como una funcio´n de densidad sobre un espacio Hilbert. Con este
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operador se obtiene un proceso discreto medido en un espacio lebesgue desde
un espacio Sobolev que esta´ definido como:
K∗HDF = D
BF (1.18)
Siendo la derivada de la covarianza multiplicada por la funcio´n dada por el
espacio Sobolev.
La complejidad del ca´lculo no permite que el proceso fraccional tenga
una martingala, so´lo es posible obtenerla a trave´s del ca´lculo Malliavin. Este
resultado lo obtuvo Benth (2003) y arroja una demostracio´n conocida como
Cuasi- Martingala, que resuelve el proceso fraccional browniano para obtener
una ecuacio´n diferencial parcial de un proceso discreto.
De esta forma, al solucionar la martingala con una filtracio´n FHs , se obtiene
el mismo valor esperado de la variable aleatoria, por lo tanto IˆE[M (t)|FHs ] =
IE[x] para un intervalo 0 ≤ s ≤ t ≤ ∞. Este resultado no es una martingala por
lo que Benth (2003) demostro´ que se puede obtener una convergencia hacia un
valor esperado obteniendo una martingala IˆE[M (t)|FHs ] =M (s) donde M (t) =∞∑
n=0
In(fn1
⊗(n+1)
[0,t[ ). Definiendo la Cuasi-martingala como:
M (t) =M (0) +
t
∫
0
N (s) dBHs (2.19)
Donde gracias a la convergencia
t
∫
0
N (s) dBHs = M (t) −M (0) y reem-
plaza´ndolo en (2.19) se obtiene M (t) que es una Cuasi- Martingala para un
movimiento fraccional browniano.
En el apartado del movimiento browniano se menciono´ la integral Itoˆ, que
soluciona la ecuacio´n diferencial parcial; por lo tanto, este apartado transforma
el ca´lculo en una integral fraccional
f (t,X (t)) = f (0, 0)
+
t
∫
0
ft (s,X (s)) ds
+
t
∫
0
fx (s,X (s)) a (s) dBH (s)
+
t
∫
0
fxx (s,X (s))
{
a(s)
t
∫
0
ϕ (s, u) a (u) du
}
ds
(1.20)
En el tercer renglo´n de la ecuacio´n (2.20), se puede ver que el movimiento
fraccional browniano se resuelve con la Cuasi- Martingala para obtener el valor
esperado y, el cuarto renglo´n muestra la funcio´n de covarianza en la segunda
derivada con respecto a la variable aleatoria.
La transformacio´n de Girsanov para el movimiento fraccional se produce
de la misma manera que para el movimiento browniano, teniendo en cuenta
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que se trabaja para modelos de tasa de intere´s y que se empleara´ para estimar
la tasa de intere´s con ayuda del proceso fraccional Ornstein Uhlenbeck, Maller
(2009).
Por lo tanto, se tiene para un movimiento fraccional browniano el valor del
precio de riesgo de mercado ma´s el movimiento fraccional que es igual a:
B˜H (t) = BH (t) +
t
∫
0
λ (s) ds (2.21),
Como en el anterior apartado, esta transformacio´n sirve para su aplicacio´n en un
modelo de tasas de intere´s de corto plazo, que esta´ basado en una distribucio´n
normal donde la diferencia del precio es:
dP (t) = µ (t, P ) dt+ σ (t, P ) dBH (t) (2.22)
Cuadro 1. FBm simulados con diferentes para´metros de Hurst.
Fuente: Generacio´n propia de procesos fraccionarios brownianos en Matlab.
En la figura 1 se aprecia la independencia del movimiento browniano cuando el
para´metro de Hurst tiene un valor de 0.5 frente a los procesos que se generan
cuando existe persistencia (H > 0.5) y anti-persistencia entre los datos (H <
0.5).
2.5 Proceso Fraccional Ornstein Uhlenbeck.
El proceso fraccional se diferencia del anterior por el para´metro de persistencia
y el me´todo de ca´lculo de la covarianza, que tiene un efecto en la relacio´n de los
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cambios en la tasa de intere´s. Partiendo de la solucio´n que ofrece la ecuacio´n
(1.20), al mantener la persistencia de los datos, este modelo deja de ser un
proceso markoviano Maller, Mu¨ller, and Szimayer, (2009), y por lo tanto se
obtiene un proceso Ornstein Uhlenbeck, con la variacio´n que se observa en la
siguiente ecuacio´n parcial diferencial:
dr (t) = κ (θ − r (t)) dt+ σdBH (t) (2.21)
Donde la forma fraccional Itoˆ se resuelve con la ayuda de la Cuasi-Martingala
nombrada en el apartado 1:
r (t) = r (0) e−κ(t−s) + θ
(
1− e−κ(t−s)
)
+ σ
t
∫
0
e−κ(t−s)dBHs (2.22)
La forma diferencial, ayuda a que se puedan obtener los cambios en los
rendimientos, que son los que se van a utilizar para analizar las diferencias
entre ambos procesos.
3. Datos y Metodolog´ıa
Para esta propuesta se estudian las series de las tasas cero cupo´n a uno, cinco
y diez an˜os, que se obtienen en la pa´gina web del Banco de la Repu´blica de
Colombia. Estas tasas se estiman con ayuda de la metodolog´ıa Nelson y Siegel,
tal como lo plantean los autores Arango, Melo, and Vasquez, (2001),
obteniendo datos que sirven como referencia para la negociacio´n de los
Bonos Gubernamentales colombianos en el mercado de capitales colombiano.
En el proceso se obtienen los rendimientos continuos de las tasas, y luego
se evalu´a la existencia del patro´n de persistencia. La estimacio´n se hace con
ayuda del co´digo que ofrece Chen (2008). El co´digo basa sus estimaciones en
las metodolog´ıas de periodograma modificado y rango reescalado presentadas por
Taqqu, Teverovsky y Willinger (2009), estudiadas tambie´n por Schlu¨chtermann
y Grimm (2004).
Una vez que se tienen los resultados con respecto a la persistencia de la
series, se selecciona la que presenta mayor patro´n de persistencia medido a
trave´s de H.
Posteriormente, se genera el proceso de simulacio´n de tasas. Para esto, se
utiliza simulacio´n de Montecarlo con diez mil escenarios para cada horizonte de
tiempo en ventanas de prono´stico de quince d´ıas por ciento cinco d´ıas.
Para el ca´lculo de los para´metros del modelo que asume independencia,
se utiliza el proceso de estimacio´n de ma´xima verosimilitud que se encuentra
detallado en Garc´ıa Franco (2003). En este trabajo se desarrolla la importancia
del proceso de reversio´n de la media y la velocidad con que este tiende a la
media.
Para resolver la ecuacio´n parcial diferencial (1.11) se determina la
distribucio´n de la variable aleatoria obteniendo el valor esperado y la varianza
bajo el supuesto de modelo gaussiano. Esta solucio´n se puede ver en detalle en
Franco (2003). Luego se obtienen las condiciones de primer orden para cada
uno de los para´metros de la funcio´n de verosimilitud, a partir de los cuales se
obtienen los estimadores via me´todos nume´ricos.
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Para estimar los para´metros en el modelo fraccional, Brouste and Iacus
(2013) usaron una aproximacio´n discreta, en este caso en especial se usa el
paquete YUIMA del programa R que permite trabajar con ecuaciones
estoca´sticas parciales diferenciales, y entre sus co´digos, se puede estimar
el modelo necesario para obtener los para´metros que se han presentado en este
trabajo para el proceso fraccional Ornstein Uhlenbeck y que se resuelve por el
me´todo de mı´nimos cuadrados. Para esto, el paquete usa los estimadores
alternativos nume´ricos propuestos por Hu and Nualart (2009) a trave´s de
simulacio´n en la seccio´n 4.
Para corroborar que el prono´stico con ayuda del proceso fraccional puede
presentar mayor consistencia debido a la persistencia de la serie, se realizan tres
tipos de evaluacio´n o backtesting sobre los u´ltimos 105 d´ıas de la serie. En el
primer tipo, se realiza una evaluacio´n gra´fica, posteriormente, una evaluacio´n
financiera bajo el supuesto de cero costos de transaccionalidad sobre un valor
hipote´tico de inversio´n, evaluando u´nicamente el prono´stico de signo, cambiando
de estrategia o posicio´n dependiendo del signo del prono´stico y por u´ltimo se
realiza la comparacio´n estad´ıstica inferencial de las dos alternativas a trave´s
de estad´ısticas de error y el test de Diebold y Mariano, Diebold and Mariano
(1995).
El RMSE (Root Mean Square Errors) evalu´a la precisio´n de prono´stico
promedio y con el Test de Diebold y Mariano se compara esta precisio´n para los
dos modelos bajo una prueba de hipo´tesis. Esta prueba consiste en determinar
a un nivel de significancia espec´ıfico cua´l de las dos metodolog´ıas tiene mejores
resultados. Ambos utilizan la serie de errores como herramienta de ca´lculo. El
objetivo de esta prueba es evidenciar estad´ısticamente si el modelo fraccional
presenta mejores proyecciones bajo un prono´stico en rolling.
El estad´ıstico del test bajo hipo´tesis nula DMi = d¯√
2pif̂d(0)
T
∼ N (0, 1).
Donde:
f̂d (0) = 12pi
(
γ̂d (0) + 2
h−1∑
k=1
γ̂d (k)
)
y γ̂d (k) = 1T
T∑
t=|k|+1
(
dt + d¯
) (
dt−|k| − d¯
)
representa la funcio´n de auto-covarianza muestral de las series de diferencias.
4. Resultados
Se evaluo´ el patro´n de persistencia en las tasas cero cupo´n de un an˜o, cinco
an˜os y diez an˜os, a partir del an˜o 2003 hasta 2015 con periodicidad diaria. Se
elige entonces la tasa cero cupo´n a cinco an˜os, ya que fue la u´nica serie que
mostro´ evidencia significativa de persistencia con un para´metro de Hurst de
0,63. Tanto la tasa a un an˜o como la tasa a diez an˜os presentaron resultados
de 0.52 y 0.57, respectivamente.
Estimando los para´metros en el proceso de Ornstein Uhlenbeck bajo el
supuesto de independencia, se encontro´ que una media de los rendimientos de
0.0796, desviacio´n esta´ndar de 0.0796 y una reversio´n a la media de 5.4595.
Para el caso del proceso fraccional Ornstein Uhlenbeck, se estima una media
de 0.06063052, una desviacio´n de 0.04591231 y una reversio´n a la media de
0.05994112. Los valores iniciales para la estimacio´n de para´metros se obtuvieron
del proceso tradicional.
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Cuadro 2. Estimacio´n de las tasas con los dos modelos
Fuente: Generacio´n de estimaciones de tasas con Matlab a partir de datos del Banco de la
Repu´blica.
En la figura 2, a izquierda, se pueden observar la media de las simulaciones,
utilizados como pronostico, bajo el proceso tradicional, cuyo comportamiento
muestra una ca´ıda de la tasa de intere´s, con un valor al final de 105 d´ıas de 5.93
%. Por su parte, al lado derecho, se muestra el comportamiento de las tasas de
intere´s calculadas a trave´s del modelo fraccional para el mismo intervalo, con
un valor final de 6.3%.
Figura 3. Resultados Proceso Ornstein Uhlenbeck.
Fuente: Simulaciones realizadas con Matlab a partir de datos del Banco de la Repu´blica.
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Otra comparacio´n gra´fica que permite ayudar a evaluar el prono´stico
realizado, se realiza a trave´s de un Box-plot, figura 3, de los escenarios de las
simulaciones en intervalos de 15 d´ıas del modelo Ornstein Uhlenbeck. La l´ınea
media que atraviesa los cajas, representa el valor real de la serie, que para el
backtestimg realizado, dado que esta se encuentra siempre dentro del rango
intercuartilico, se considera visualmente, un prono´stico aceptable; no obstante
con la posibilidad de valores extremos importantes.
Figura 4. Resultados Proceso Fraccional Ornstein Uhlenbeck.
Fuente: Simulaciones realizadas con Matlab a partir de datos del Banco de la Repu´blica.
Al realizar la misma evaluacio´n gra´fica pero con el proceso fraccional Ornstein
Uhlenbeck se evidencian leves mejor´ıas visuales, se observa menos dispersio´n en
el prono´stico y sus observaciones no se concentran en los extremos como si
ocurre en el anterior proceso, aunque los valores extremos que se pueden llegar
a presentar en el proceso fraccional, son mayores.
Las posibilidades de escenarios extremos visibles bajo las dos metodolog´ıas
podr´ıan sugerir posteriores desarrollos de evaluacio´n de riesgo de mercado, de
stress testing, sobre la variable en ana´lisis.
Para complementar el ana´lisis gra´fico, como ya se menciono´, se realiza un
ana´lisis financiero con el fin de determinar que´ proceso tiene mayor exactitud al
pronosticar la tendencia. La aplicacio´n del primer modelo, con la simulacio´n y
prono´stico a quince d´ıas en comparacio´n con los datos reales, se puede apreciar
en la figura 5. La l´ınea que empieza en una abscisa de cero, corresponde al
comportamiento de la tasa de intere´s real durante el per´ıodo observado, que
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determina el momento de la posicio´n. La que inicia en 15 d´ıas, es el valor lead
de 15 d´ıas real de la tasa spot al momento de evaluar la posicio´n en comparacio´n
con los c´ırculos que representan los prono´sticos bajo el proceso de simulacio´n.
Se puede ver que los prono´sticos a 15 d´ıas en los periodos de 15, 60 y 75 d´ıas
fueron ma´s imprecisos en el prono´stico de signo.
Figura 5. Ana´lisis de tendencia proceso Ornstein Uhkenbeck
Fuente: Simulaciones realizadas con Matlab a partir de datos del Banco de la Repu´blica.
Para cuantificar en te´rminos financieros el desempen˜o de prono´stico de signo,
se establecio´ un precio del bono de 93.98 y se cambio´ la posicio´n cada quince
d´ıas segu´n la tendencia que se pronostica de las tasas. Bajo este escenario
se encuentra que para un rango de 105 d´ıas, la tasa de precisio´n de signo del
modelo tradicional fue de 75%, lo que quiere decir, que conlleva a un precio
final, que se obtiene al cerrar la posicio´n de la estrategia, de 94.16. Bajo este
escenario, la rentabilidad de la estrategia establece un 0.663% EA. Este valor
que es bajo, se da a causa del poco movimiento que tuvieron las tasas en el
per´ıodo evaluado, ya que al principio del per´ıodo la tasa se encontraba en 6.01%
EA y al final del per´ıodo la tasa se encontraba nuevamente en el mismo valor.
Los resultados se pueden ver en la tabla 1. El valor agregado de la estrategia
radica en obtener una rentabilidadmayor en el per´ıodo en el que no se esperaban
mayores movimientos de la tasa, realizando prono´sticos de corto plazo, lo que
permite mantener la rentabilidad de un portafolio en momentos en donde el
mercado no muestra sen˜ales claras de un cambio en la tendencia.
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Tabla 1. Resultados Ana´lisis Financiero Proceso Ornstein Uhlenbeck
Fuente: Ca´lculos realizados con Matlab a partir de datos del Banco de la Repu´blica.
La misma estrategia se implementa, para el modelo fraccional como se observa
en la figura 6. El valor del bono es 93.98 nuevamente al iniciar el per´ıodo
y el valor al cerrar la posicio´n fue de 94.28, lo que significo´ una rentabilidad
1.099% EA para el mismo per´ıodo. El modelo fraccional tuvo una efectividad
en el prono´stico de signo de 85%, lo que asocia una mayor rentabilidad. La
diferencia se puede ver en que el proceso fraccional fue ma´s efectivo al predecir
la tendencia y por lo tanto, las ganancias en cada posicio´n acertada compenso´
las perdidas en las posiciones en las que no se acerto´ la misma.
Figura 6. Ana´lisis de tendencia proceso Fraccional Ornstein Uhkenbeck
Fuente: Ca´lculos realizados con Matlab a partir de datos del Banco de la Repu´blica.
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En comparacio´n con la figura 5, la figura 6 muestra que las simulaciones se
acercan mucho ma´s a los resultados reales, generando mayor confianza en la
estimacio´n de las tasas de intere´s a trave´s de este me´todo que incorpora el
patro´n fraccional. Los resultados nume´ricos se pueden observar en la tabla 2,
donde a diferencia de la estrategia usada con el otro modelo, e´sta tuvo mejor
desempen˜o en el prono´stico de tendencia.
Tabla 2. Resultados ana´lisis financiero proceso fraccional Ornstein Uhlenbeck
Fuente: Ca´lculos propios en Matlab con datos del Banco de la Repu´blica..
Se reitera que el prono´stico de la tendencia de cada uno de los modelos se
realizo´ a trave´s de la media de la generacio´n de 10.000 escenarios de tasa bajo
el proceso de simulacio´n de Montecarlo. Con los resultados, se podr´ıa sugerir
que a medida que la serie es ma´s persistente, el porcentaje de acierto bajo
simulacio´n aumenta.
El RMSE comprobo´ parte de los resultados obtenidos anteriormente con
respecto a la precisio´n promedio de prono´stico de cada uno de los modelos. La
estad´ıstica para el modelo fraccional Ornstein Uhlenbeck fue de 0.0019, mientras
que para el proceso Ornstein Uhlenbeck fue de 0.0028, lo que permite concluir
que la estimacio´n para el proceso fraccional presenta mejores cualidades de
prono´stico que su alternativa no fraccional.
El test de Diebold y Mariano, mostrado en la tabla 3, exhibe la evaluacio´n
en Rolling de las dos alternativas. Se muestra d promedio para identificar el
signo de la resta de errores, esperando valores positivos que indican una mejor
precisio´n con el modelo fraccional. La columna F corresponde a los diferentes
horizontes de evaluacio´n y el estad´ıstico de prueba se presenta en la u´ltima
columna.
El test de Diebold y Mariano, mostrado en la tabla 3, exhibe la evaluacio´n
en Rolling de las dos alternativas. Se muestra d promedio para identificar el
signo de la resta e errores, esperando valores positivos que indican una mejor
precisio´n con el modelo fraccional. La columna F corresponde a los diferentes
horizontes de evaluacio´n y el estad´ıstico de prueba se presenta en la u´ltima
columna.
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Tabla 3. Resultados test de Diebold y Mariano
Criterios de significancia * 1%, ** 5% y ***10%. El test se muestra en valor
absoluto.
Fuente: Ca´lculos propios en Matlab con datos del Banco de la Repu´blica. .
En este caso en particular casi todas las diferencias fueron positivas, con excep-
cio´n del segundo y tercer horizonte de tiempo, aunque sin significancia estad´ıs-
tica. Lo que claramente evidencia una mejor precisio´n con el proceso fraccional
4. Conclusiones y Recomendaciones.
La primera conclusio´n surge de la estimacio´n de los para´metros del modelo
en donde su valoracio´n junto con la aplicacio´n del para´metro de Hurst, puede
generar per´ıodos ma´s vola´tiles como se puede ver en la figura 2. Aunque son
procesos distintos debido a la implementacio´n del para´metro de persistencia,
los resultados nos dicen que la estimacio´n de mı´nimos cuadrados realizada
en el proceso fraccional, pudo influir en los resultados en comparacio´n con la
estimacio´n por ma´xima verosimilitud realizada en el proceso que asume inde-
pendencia.
Para lograr una buena estimacio´n de las tasas, es importante que el nu´mero
de simulaciones en cada uno de los pasos de ambos procesos sea significativo,
puesto que el sesgo y el resultado al acertar la tendencia pueden variar de tal
manera que la estrategia financiera no sea va´lida en te´rminos del experimento
realizado para comparar ambos modelos.
Complementando lo anterior, hacer un prono´stico mayor a 15 d´ıas con
modelos de tasas de intere´s de corto plazo puede traer problemas en los
resultados, ya que como se aprecio´ en la figura 2, a pesar de que el resultado al
final del per´ıodo en el d´ıa 105 fue cercano a lo que sucedio´ realmente, dentro
del per´ıodo observado, existen resultados que se alejan considerablemente de
los datos reales.
Los estad´ısticos RMSE y Diebold y Mariano, complementan el ana´lisis
gra´fico y financiero y respaldan los resultados obtenidos por las simu-
laciones realizadas anteriormente, demostrando que efectivamente el prono´stico
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realizado a trave´s del proceso fraccional, presenta resultados ma´s confiables y
es una buena alternativa de ana´lisis, ya que la serie que se analizo´ dentro del
proceso presento problemas de persistencia.
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